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②利用两个重要极限及等价无穷小计算

  (1)两个重要极限的等价形式：

   lim
�(�)→0

푠푖��(�)
�(�)

= 1     lim
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  (2)等价无穷小替换定理：
设�~�′，�~�′，则푙푖� �

�
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  (3)几个常用的等价无穷小：当� → 0时，有
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①初等变形法（如积化和差、裂项相消、变量代换等）
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1
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注：
1）若极限式中含幂指函数�(�)�(�)，常用换底公式�(�)�(�) = ��(�)���(�)        
来处理

2）应用无穷小等价代换求极限时，只能对待求极限函数中的无穷小因式
进行。

如：lim
�→0
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正确解法： lim
�→0
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③ 利用微分或积分中值定理计算 

lim
�→∞

 
�

�+1
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�→∞
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注：定积分形式极限

 

 

 

 

 

利用积分中值定理去积分符号

先求解该定积分再取极限

对被积函数放缩结合夹逼准则

利用微分中值定理求极限（自行思考）：

lim
�→∞

�2  푎푟푐푡푎� 푎
�
− 푎푟푐푡푎� 푎

�+1
 

（提示：对�(�) =arctan 푎�在  1
�
, 1
�+1

 上应用拉格朗日公式）

当极限式中含有某一函数的增量时，可考虑用微分中值定理。

④ 利用定积分的定义、导数的定义计算

⑤ 利用夹逼准则、单调有界准则求解
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数列的单调性判断

 

 

 

 
 

 
 

差值法

比值法

利用导数研究

数学归纳法

注：求数列极限时无需从第一项开始便保持单调，从第n项即可

⑥ 利用洛必达法则计算

    主要用于解决0
0
型或∞

∞
型的极限问题

    0 ∙ ∞，∞−∞，1∞，∞0，00 → 0
0
或∞

∞

注：要注意课本上提到的洛必达法则使用的前提条件

错误解法： lim
�→∞

sin �+�  
�

→ lim
�→∞

(sin � +�)′ 
�′

→ lim
�→∞

cos �+1  
1
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判断数列收敛性以及求解数列、函数极限的其他方法：

푇푎푦푙표푟公式（皮亚诺余项）

利用数列、函数极限的定义

利用퐶푎�푐ℎ푦收敛原理

利用数列极限的归并原理以及函数极限的归并原理（퐻�푖��定理）

比较适合判断极限不存在，如：

证明：lim
�→0

sin 1
�
不存在（教材P49）

推论：数列收敛的充要条件是由它的奇数项与偶数项分别组成的两个

子数列收敛于同一个常数a。

施笃兹(푆푡표푙)定理:被称之数列极限的洛必达法则，感兴趣的同学    
          可以自行了解



2.收敛数列与函数极限的性质

对于收敛数列而言：

① 唯一性

② 有界性

③ 保号性（注意书上定理的逆否命题）

④ 保序性

⑤ 夹逼性

对于函数极限而言：

其性质类似于收敛数列，只不过其有界性、保号性、保序性均

是局部的。



3.连续函数

判断函数在一点处是否连续：

根据定义判断：
lim
∆�→0

∆푦 = lim
∆�→0

 �(�0 + ∆�) − �(�0) = 0
或     

lim
�→�0

�(�) = �(�0)

函数�在�0处连续 �在�0处既左连续又右连续

间断点分类

 

 

 

 
 
 

 
 
 

第一类间断点 
可去间断点

跳跃间断点

第二类间断点

 

 

 

 

 

无穷间断点

振荡间断点

∙∙∙



3.连续函数

闭区间上连续函数的性质：

有界性

最值定理

零点存在定理

介值定理（注意其两种描述形式）：

一是闭区间两端点值之间，二是闭区间上最大值最小值之间

一定要注意其使用的条件：闭区间、连续

拓展知识：

퐷푎푟�표��定理：设函数�在闭区间[a,b]上可导，�+′ (푎) ≠ �−′ (�),�为

介于�+′ (푎)与�−′ (�)之间的任意一个数，则至少存在一个点��(푎, �)，

使得�′(�) = �。
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1.�(�) = lim
�→∞

�
1 + �� +  �

2

2
 
�
(� > 0)，求�(�)的显示表达式。

分析：联想到已掌握的极限  lim
�→∞

� 1 + 2� + 3� （夹逼准则）

    � 3�  ≤ � 1 + 2� + 3� ≤ � 3 ∙ 3� = 3 ∙ � 3

解：由夹逼准则可得：

lim
�→∞

� 푎� + �� + 푐� = �푎� 푎, �, 푐   (푎, �, 푐 > 0)

    所以
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 1, �, �
2

2
 =

 

 

 

 

 

   1  ,      0 < � ≤ 1

    �  ,      1 < � ≤ 2

�2

2
 ,          � > 2
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2. lim
�→∞

2 ∙ 2

2+ 2
∙ 2

2+ 2+ 2
∙∙∙ 2

2+ 2+ 2+…+ 2

�重

猜想：与 lim
�→∞

 2 + 2 + 2 + … + 2

�重

= 2 有关？

解：

   二倍角公式：cos 2� = 2푐표푠2� − 1

       푐표푠� = 1+cos 2�
2
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   则由归纳法可知：

푐표푠 �
2�+1

=
2+ 2+ 2+…+ 2

2
�重

,       � ≥ 1

   故有
 lim
�→∞

2 ∙ 2

2+ 2
∙ 2
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       = lim
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1
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   可先考虑极限：
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  lim
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所以

      lim
�→∞

2 ∙ 2

2+ 2
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4.练习题精讲

3.� ∈ 퐶 0, �   (���+)，�(0) = �(�)。求证：∃�� 0, � ,使得�(�) = �(� − 1)。

解：
    令  �(�) = �(�) − �(� − 1)
 则有

�(1) = �(1) − �(0)
�(2) = �(2) − �(1)
…
�(�) = �(�) − �(� − 1)

∴       �(1) + �(2) + … + �(�) = �(�) − �(0) = 0

① 若∃�� 0, � ∩ �，使得 �(�) = 0，则满足所证；



② 若不存在，即对∀�� 0, � ∩ �,�(�) ≠ 0
    则必有

∃�� 0, � − 1 ∩ �，使得�(�) > 0且�(� + 1) < 0
    根据零点存在定理知：

∃��(�,� + 1)，使得�(�) = 0
    此时亦满足所证。

综合①②可知：
 ∃�� 0, � ,使得�(�) = �(� − 1)

思考题：（大家可在期末考试结束后思考一下此问题）

无穷多个无穷小相乘为什么不一定是无穷小？

4.练习题精讲



祝大家取得满意成绩！


